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2

METODO DE LASFUERZAS

2.1- ANALISISESTRUCTURAL: CONSIDERACIONES GENERALES

Aln a riesgo de incurrir en algunas reiteraciones creemos conveniente referirnos a
algunos conceptos generales.

En e disefio de estructuras se tendrédn en cuenta diversos factores que e proyectista
debera armonizar de manera tal de optimizar e disefio para cumplir con premisas de
funcionalidad, seguridad, economiay belleza de disefio entre otras condiciones.

Factores a considerar paraello

a) Eleccidén del tipo de estructura que satisfaga las condiciones requeridas en el
proyecto de la obra.

b) Evauacion delas cargasy acciones a que se la sometera.

¢) Cdculo de las solicitaciones externas e internas.

d) Dimensionamiento de los distintos elementos que componen la estructura.
€) Verificacion de las deformaciones.

f) Evaluacion dd disefio elegido afin de aceptarlo, corregirlo o cambiarlo.

g Andlisis de costos parala gecucion y para el mantenimiento.

2.1.1- ELECCION DEL TIPO DE DISENO

Tema fundamental que esta condicionado por una gran variedad de factores entre los
cuales mencionamos:

Forma de |la estructura con distintas alternativas como pueden ser:
- |sostaticas o hiperestéticas,
- Laminares o de barras;

Tridimensionales o planas;
Reticuladas o de amallena;

De hormigdn, acero, maderas, o mixtas;
Fabricadas in situ o prefabricadas, etc.
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2.1.2- EVALUACION DE LAS CARGAS Y ACCIONES EXTERNAS

En general dependen del uso a que esta destinada la estructura y las podemos intentar
clasificar como:

- Cargas Permanentes, como pueden ser: su peso propio, acciones de
elementos de la construccion (paredes, pisos, empujes de suelos, presiones
hidraulicas).

- Cargas Variables, como por gemplo cargas debidas a uso (muebles
elementos a almacenar, publico en un cine), cargas de viento, cargas de transito en

un puente 0 una rampa; cargas dinamicas, como maquinarias, variaciones de
temperatura, etc.

- Cargas accidentales, que tienen poca posibilidad de producirse como
terremotos o tornados en algunas zonas, accidentes en una planta atomica, etc., y
que deben ser consideradas 0 no en forma muy especial.

En genera las cargas a aplicar estan especificadas en los reglamentos, a los cuaes hay
gue agregarle un andlisis producto de la experiencia.

2.1.3- CALCULO DE SOLICITACIONESINTERNASY EXTERNAS

Esto implica e cdlculo de Momentos Flectores, Esfuerzos de Corte y Normales,
Momentos Torsores y Reacciones, y se denomina Andlisis de Estructuras, que es € objetivo del
curso para Estructuras Hiperestéticas.

2.1.4- DIMENSIONAMIENTO

Con e conocimiento de los esfuerzos en los elementos componentes es posible su
dimensionamiento sobre la base de las solicitaciones y € tipo de material a utilizar. Las
dimensiones encontradas deben ser comparadas con las previstas en e predimensionamiento.

2.1.5- VERIFICACION DE LASDEFORMACIONES

Los reglamentos dan normas sobre las rigideces que deben tener los elementos
estructurales a efecto de que no produzcan deformaciones excesivas, y en algunos casos, dichas
deformaciones deben ser calculadas y comparadas con |as especificadas.

2.1.6- EVALUACION DEL DISENO

Terminado € disefio y sus dimensiones, € mismo debe ser sometido a un andlisis critico
con €l fin de aceptarlo o introducirle modificaciones, ya sea en su morfologia como en su
dimensionamiento, con el fin de optimizarlo tanto en su parte funcional como econémica y
congtructiva. Se podria llegar a caso extremo de que e disefio propuesto fuera irracional y deba
elegirse uno mas acorde con |os requerimientos.

2.1.7- SINTESIS DEL PROCESO DE DISENO ESTRUCTURAL

Resumiendo podemos decir que para €l disefio de una estructura debemos pasar por las
siguientes etapas.
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1-El planteo estructural,
2-el andlisisy
3-el disefio final con sus detalles de construccion.

Nada mejor que una grafica para entender |as interrelaciones que existen:

Configuracion
Geométrica.
Tipo de estructura

Requerimientos de Planteo
funcionamiento Estructural

Ammi ento
y anteproyecto
Accionesy cargas sobre la

Estructura
1.2

Andlisis Estructural G 3

y
Dimensionamiento {_ 2.1

Andlisisdelastensionesy

deformaciones @

y
¢Cumple el proyecto conlo

NO previsto en el 23 g
anteproyecto?

y

Planos de Detalley
Disefio Definitivo @

Caracteristicas
fisicas (E, I, W)

Como ya hemos expresado €l objeto del curso es € Andlisis Estructural, para lo cual
daremos las herramientas que proveen alguno de los distintos Métodos de célculo en vigencia.

Aclararemos que s en e planteo estructural |a estructura elegida es isostatica es muy dificil que

deba cambiarse el anteproyecto inicial @en la etapa

2.1.8- ESTABILIDAD. INDETERMINACION ESTATICA Y GEOMETRICA

Veamos en forma sintética algunos conceptos muy simples a aplicar en las estructuras,
referidas més que a su resistencia, a su formay vinculaciones internas 'y externas.

Haremos entonces una primera clasificacion en:
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a) Estructuras inestables: Son aguellas que no estédn disefiadas para soportar
cualquier sistema de cargas y que lo pueden estar en equilibrio bgjo cierto estado de cargas
exteriores. Constituyen Cadenas Cinematicas 0 Mecanismos, y a fin de dar gemplos, si bien los
conceptos son generales, nos referimos a caso de las vigas.
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Es evidente que la estructura es un mecanismo con un grado de libertad que slo estara
en equilibrio para una relacion de cargas Py y P>, que dependera de las longitudes y su punto de
aplicacion.

Es inmediato que ®lo existira equilibrio s se cumple que P; :72, mientras que

cualquiera sea P; no se desequilibrara el sistema.

b) Estructuras estables: son aquellas que estén disefiadas para soportar cualquier
sistema de cargas sin perder su estabilidad, dependiendo de las fuerzas aplicadas las reacciones
gue aparecerdn para equilibrar la estructura

L P ipz‘ | P

A eB EC

LP LP: ' P
A B =c
El primer caso es similar a caso @) a cua le hemos eliminado una articulacion
convirtiendo a la estructura en isostética y la podemos calcular con la aplicacion de las
condiciones de equilibrio que nos proveeran las ecuaciones necesarias para € calculo de las 3

reacciones.

En el segundo caso hemos eliminado la otra articulacion modificando el sistema y
convirtiendo ala estructura en un hiperestatico de Primer Orden o Grado, ya que tiene un vinculo
sobreabundante o0 no estrictamente necesario para la estabilidad del sistema. Para calcular este
caso necesitamos aplicar, ademés de las Condiciones de Equilibrio, Condiciones de
Deformacion.

Del camino que elijamos para resolver e conjunto de ecuaciones que nos proveen las
Condiciones de Equilibrio y la Compatibilidad de las Deformaciones surgiran los dos
principales M étodos que daremos en €l curso:

El Méodo de las Fuerzas, cuyas incognitas son estaticas (fuerzas) y EI Méodo de las
Deformaciones cuyas incognitas son geomeétricas (traslaciones y rotaciones).
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2.2- EL METODO DE LAS FUERZAS

También denominado de la Flexibilidad, por los coeficientes que aparecen en e proceso
de céculo.

Recordemos que en las estructuras hiperestaticas debemos recurrir no sdlo a las
Condiciones de Equilibrio sino también a las Condiciones (ecuaciones) Suplementarias de
Deformacion.

Aqui aparece la necesidad del anteproyecto y predimensionamiento, ya que las
deformaciones dependerén de las cargas, pero también de las secciones adoptadas para los
elementos congtitutivos (vigas, columnas, etc.). Mas precisamente las solicitaciones dependeran
de las cargas y de las relaciones de rigideces de |os distintos €l ementos.

Podemos referirnos como “vinculos hiperestaticos o sobreabundantes’ a aguellos
vinculos externos o internos que podrian ser eliminados sin que € sistema se convierta en
Inestable.

El nimero o cantidad de vinculos que se deben eiminar para que e sistema
“hiperestatico” se convierta en isostatico se denomina “Grado de Hiperestaticidad”. Para una
estructura dada €l grado de hiperestaticidad es Unico y perfectamente definido, sin embargo
existe la posibilidad de elegir varias aternativas de conjuntos de vinculos que a eliminarse
hacen isostética a la estructura, con la salvedad que en cada conjunto € nimero de vinculos es
siempre & mismo.

A modo de gjemplo veamos tres casos tipicos.

a) Vigas
IS 7 7 VAN Grado de hiperestaticidad = 2
— — — Se eimina la continuidad en los
apoyos mediante 2 articulaciones, quedando 3
PaN X X Z\  vigas simplemente apoyadas.

En e segundo caso se eliminan dos
< apoyos intermedios quedando una viga
— simplemente apoyada.

b) Porticos
. .
B
A C
Ve Ve 2 b} Ve R

El pértico empotrado-empotrado es un hiperestéatico de tercer grado que lo puedo
convertir en isostatico en un caso introduciendo tres articulaciones en A, B, y C, que eiminan los
vinculos gque resisten momentos (2 externos y uno interno). También podemos llegar a isostatico
con una articulacion en B (elimina momento flector), otra articulacion en C (elimina reaccién de
momento) y la eliminacion de la reaccion horizontal en C convirtiendo el apoyo en movil.
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¢) Reticulados

El nimeo de vinculos a
eliminar o grado es uno.

Puedo en este caso eliminar un
AN — 2 apoyo (vinculo externo) o una barra
(vinculo interno). Sefidaremos que en
estos tres casos es posible elegir otros
conjuntos de vinculos a eliminar que me
A A produciran otros sistemas isostéticos
o asociados.

Al isostatico asociado por la
eliminacion de vinculos a sistema
hiperestatico |0 denominamos “isostético
fundamental”. Su eleccidn depende del calculista, y puede tener importancia en la ssimplicidad
del clculo pero no en los resultados finales del mismo.

A

2.2.1- ESTRUCTURASDE ALMA LLENA

Desarrollemos la implementacién del Método de

/ P las Fuerzas sobre un pértico empotrado-empotrado como

c el delafigura, cuyo grado de hiperestaticidad es 3, por lo
cual debemos eliminar 3 vincul os.

El primer paso es eegir e “isostatico
fundamental” (fig. b).

En € mismo hemos introducido una articulacion

e en Cy a apoyo B que era de 3* grado (empotramiento)
\% ' , ? : lo hemos convertido a uno de ® grado (apoyo ndvil)

eliminando dos vincul os.

Al cargar €l sistemade lafigurad) con las cargas
P se producira un estado de solicitaciones y un estado de
deformaciones en € sistema hiperestatico, cuyo céculo
es el objetivo de nuestro estudio.

En caso de agplicar  mismo estado de cargas P

/'

b) a “isostatico fundamenta” de la figura b) se asociara un
X estado de solicitacion y de deformacion, tambien en
A ¥ T\ equilibrio (como en el caso @) pero distinto a verdadero.
777" B A‘;

Para que en ambos casos € estado sea idéntico se deberan agregar como cargas externas
las solicitaciones que resistian los vinculos eliminados. A estas cargas externas momento flector
en C, momento en B y reaccion horizontal en B las denomino Xi, X2 y X3 y constituyen nuestras
“incognitas hiperestéticas’, cuyo numero esigua a “grado de Hiperestaticidad”.

El problema ahora se reduce a resolver la estructura isostatica fundamental bgjo la
superposicién del estado de cargas exteriores P y e verdadero valor de las incognitas
hiperestaticas X, X2 y X3 que sera totalmente equivalente al hiperestatico bajo cargas P.
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Estudiemos ahora las deformaciones del isostatico para los distintos estados de cargas
para después superponer efectos.
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Carguemos primero con las cargas P y se producira un estado de solicitaciones My No
Qo Y un estado de deformacion del cual me interesan los 3 corrimientos correspondientes con Xj,
X2 y X3 que denominaremos:

dio (rotacion relativa en la articulacién)
dyo (rotacion en el apoyo B)
dsp (corrimiento horizontal en B)

Como no conocemos & verdadero valor de X; cargamos con un valor unitario X; = 1tm,
gue nos produce solicitaciones M1 N1 Q1 y corrimientos correspondientes d11 d2 ds;.

Idéntico significado tienen parala carga:
Xo = 1tm M2 N2 Qo Yy d12 d ds2
y para X3=1t MsN3s Qs Yy dy3 dz3 d33.

En general designamos como dij a corrimiento correspondiente con Xi (incognita)
debido auna carga Xj = 1, reservando el subindice j = 0 paralas cargas exteriores P.
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Si ahora aplicamos €l Principio de Superposicién para las cargas P y los verdaderos
valores de Xi (X1 X2 X3), las deformaciones totales seran:

Rotaciéon Relativa 1 dl = le + dell + X2d12 + X3d13 =0
Rotacién 2 d2 = d20 + X1d21 + X2d22 + X3d23 =0
D&Gplazamiento 3 d3 = d30 + X1d31 + X2d32 + X3d33 =0

Es inmediato que las deformaciones d; d, ds totales son nulas, pues asi o son en €l
hiperestatico original por condiciones de vinculos, ya sean estos externos o internos.

Hemos asi planteado un sistema de ecuaciones basadas en condiciones de deformacion
con e mismo numero de incégnitas Xi que de ecuaciones, con lo cua es posible calcular las
incognitas hiperestaticas X; X2 Xa.

Las solicitaciones finales seran:

M = Mg + XqMq + X oM + X3M 4
N =Ng +X;Np+XoNo +X3N3
Q=Qp +X1Q1 +X Q7 + X3Q3
R =Rg+ X1R1 +X5R5 + X3R3

De acuerdo con lo ya visto al tratar € calculo por medio del Principio de los Trabajos
Virtuales o por € Teorema de Castigliano, €l célculo de los Coeficientes de Flexibilidad se
realiza por la expresion:

1o = (‘)MIMJ ds+5NINJ ds+(‘)CQIQJ ds
SE O JEW g GW

Donde en estructuras de Alma llena se suelen despreciar l1os dos Ultimos términos respecto del
primero, lo que equivale a despreciar |las deformaciones debidas a esfuerzos Normales y de Corte
y considerar solo las debidas a Momentos.

Esto Ultimo equivale a la hipotesis de rigidez axial considerando las rigideces BNV y
también GW de valores infinitos.

2.2.2- ESTRUCTURAS RETICULADAS

a Siguiendo la misma
metodol ogia anterior, tratemos el caso
de la figura con un grado de
hiperestaticidad igua a dos vy

c analicemos e sistema original y e

AP isostatico fundamental a cua le

v hemos cortado la barra ab, en cuyo

lugar aplicamos la incognita X3 y la

incégnita X que reemplaza a apoyo
movil C eliminado.

X2 Para e sistema de cargas P
A\ bb p a8 TX una barra i tendra una solicitacion Sio
2
(esfuerzo normal).
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S cargo con X; = 1t tendremos solicitaciones Sy y para X% = 1t las solicitaciones
valdran Sp

Llamando ahora:

n . .
dk=§ SiSk dénde  n=N° debarras
ip EW
]=1,2
k=0,1,2

Podemos plantear que los corrimientos correspondientes con X; y Xz se deben anular.

d1:d10+X1d11 +X2d12 =0
d2 = dzo +X1d21 +X2d22 =0

sistema de dos ecuaciones con 2 incégnitas que nos permiten obtener X; y X, y con €las los
esfuerzos normales en las barras

Si :Sio +X18i1 +X28i2

2.2.3- PORTICO ATIRANTADO (Estructura mixta)

Tiene importancia didactica por € andlisis de las
/’ deformaciones que debe realizarse segin sea la forma en
gue se desean aplicar las incognitas.
Tensdrensor

Supongamos un pértico de Hormigon Armado que
tiene un tensor de acero y esta sustentado sobre dos apoyos
fijos, con un estado de cargas P.

El grado de hiperestaticidad es 2 y designamos con
Ee, Eb, We, 1b a los modulos de elasticidad del acero, del
hormigon, la seccion del tensor y los momentos de inercia
Estructuraoriginal de las barras de hormigon respectivamente.
A A

El tensor de longitud le tiene Unicamente

’/:: esfuerzos normales y en e portico de hormigén
consideramos Unicamente las deformaciones debidas a

«— B momentos.
X2 Elegimos €l isostético fundamental haciendo

movil € apoyo en & cua aplicamos la incognita Xi, y
cortando €l tensor tomando como incognita la solicitacion
normal Xa.

Tendremos entonces para cada estado los
X% siguientes momentos en el pértico y esfuerzos normales en

AL 1sostético fundamenta /X el tensor:

Para cargas
P: Mo (pdrtico)  Nep = 0 (tensor)
X1 =1t M1 Ne, =0
Xo =1t M> Ne, =1
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Siendo entonces

Mq:M Mq:M Mq:M
d 0" "1 ds d 0" "2 xds d 1" "1 ds
10705 Th 20 =0 B b 1~ 0B b

dpp = dpy = gl M2

12 21 — Eb:lb

1

Mo:M Nes:Ne, Mo:M
doo = —2—2 505+ 5—2 >ds = g—2——2 xds+ e
29 501 O e e = Ee:\\e

y aplicando condiciones de deformacién:
dyg + X10q7 + X o0ho =0
10 74T T A 2T2 dénde obtendremos X; y Xz
d20 +X1d21+X2d22 =0

Analicemos ahora e mismo problema, pero en lugar de cortar el tensor, separémosio
completo para halar e isostético fundamental, siendo nuestras incognitas Xi (reaccion
horizontal) y X, (accion del tensor sobre el portico, y sus contrarias acciones del portico sobre €l
tensor).

Los diagramas de momentos para las cargas
P P, X1 =1y X, =1 coincidiran con €l caso anterior y
serén Mo, M1 Yy M.
A X5 ¥ ® Para el portico tendremos:
Mg:M
d*1g = g——2—L>ds
=T
Mg:M
0% o = ol 12 i
o =TS
A nsstsiveitndmental /% d¥yy = o%xds
o T g d*1z=d*21-°%xds
My:Mjp
d*o, = g—=—=>ds
=T
Planteando las condiciones de deformacion:
Corrimiento en el apoyo movil d*q =d*ig +Xqd*1q +Xod*p =0
Corrimiento relativo de A; B d*2 :d*20 +X1d*21 +X 2d*22 :d*AB

Analicemos d*, = d*ag en € portico y € aargamiento del tensor dt.

dt =dexte=3Cle=_N€ |o=x,_1©
Ee Ee :We Ee :We

Positivo en € caso de la figura con X,>0, produciéndose un aargamiento del tensor.
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Para esta misma suposicion de traccién en el tensor a analizar en e portico € signo de
dag veremos que el corrimiento relativo correspondiente con X es negativo, pero del mismo
valor que e dt.

le

d*ap =-dt =- X
AB 2 Ee e

y por lo tanto:
d*y =d*yo +X3d*y +X2d*p =0

le ©
=0
(4]

d*z -d*ag =d*p +X1d*21 +X 28%*22 +
é

Sistema de ecuaciones idéntico a encontrado en & andlisis anterior con el tensor
cortado.

La variedad de estructuras hace que pudiéramos plantear otros gemplos interesantes
pero solo diremos que e esguema de razonamiento es en todos los casos similar y sblo
aparecerian variantes en la forma de calcular los coeficientes dij y de plantear las condiciones de
compatibilidad de deformaciones.

Resumiendo, €l método de las fuerzas consiste en:

1) Eleccién del isostético fundamental eliminando un nimero de vinculos igual a grado
de hiperestaticidad y quedando definidas las incognitas X; Xz Xs......XnN.

2) Caculo en € isostético de los diagramas de solicitaciones para cargas exteriores (Mg
N0 Qo)-

3) Célculo en € isostético de los diagramas de solicitaciones para cada para cada una de
lasn Xi =1 (Mi Ni Qi).

4) Céculo delos coeficientes dig :@%ws....

5) Calculo de los coeficientes dj; :o%mls....

6) Planteo de las condiciones de deformacion que dan un sistema de n ecuaciones con n
incdgnitas que resuelto nos da como solucion Xi.

7) Obtencion de los diagramas de solicitaciones por superposicion de efectos.

El planteo matematico se puede resumir.
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X110
é
B X1
1) Definicion del vector incognita X = (Xi)=é& "
€
e
exn 01 n

=
o

2) Célculo del vector carga do =(di,)

1]
<'B_(‘D>.®) t‘DﬁCD)B:
8
oo oc

>
o
>
=
3

3) Calculo de lamatriz de los Coeficientes (de flexibilidad)

[d]:(du):gﬂ dx C'znH

g : :
&1 dn2---dnn0n' n

Matriz simétrica (ya que dij = dji) respecto de la diagonal principal donde se cumplen,
ademas, que todos los dii son positivos.

4) Planteo del sistema de ecuaciones:
ao + [d]’ X=0

5) Resolucion del sistema
X =-[d[*" dg

6) Diagrama de solicitaciones (S)

n
S=5+4as’ Xi
i=1

2.3-MATRIZ b =INVERSION DE LA MATRIZ DE LOS COEFICIENTES

Para e caso de tener que resolver una estructura varias veces por existir numerosos
estados de carga, y poder dimensionar luego cada elemento con la superposicion de los estados
gue den las solicitaciones mas desfavorables, es (til un planteamiento del problema mediante la
aplicacion de laMatriz b.

Particularmente es apto para la solucion de Lineas de Influencia en sistemas
hiperestéticos.

Damos por conocido e céculo de lainversa de una matriz cuadrada.
Seala Matriz de los coeficientes (sSmétrica)
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&y OO O

o1 dop...don Y
[0|]=(0'u):§:2l TG dy =

: 0
gjnl dnz...dnngn, n
y lamatriz inversa [d]'l tal que [dij]'l - [aT(JjCJT]

[d] Yd] =[d][d] * = 1= Matriz unidad
Por simetria tanto [d] como [d] 'serén iguales a sus respectivas traspuestas:

o] =[d () =[d*

Vimos en € fina del tema anterior:

T
. U

X:-[d]_l' ao=-e—18 ’ ao
u

y denominando con e nombre de Matriz b a:

el -1_(‘ adjdij)t _(‘ adidij)
[b]‘[bU]—[' d] = |dij| = |dij|

que también essimetrica bjj =bj;
X ?ﬂ 2= boi] a0 =los | o
2

§311 b12bln l‘:l

u

]:3321 b22b2nl]
é: : : U

u

gjnl bp2...bpng

con [b] = [bij

A

gue desarrollada queda:

X1 =bq1thg +bgodyg +... +b1ndng
X2 =bxtig +bpdyg +... +bondng

Xn =bydig +bpodyg +...+bprdng

0 en forma resumida
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n
X; =bjdyg +b;dyg +...+ by d, =Q bjdjo

in“no
=

Expresién que nos da e valor de la incognita como una suma de productos de
coeficientes bij que no dependen del estado de cargas sino $lo de los dij, multiplicados por
términos de cargas djo.

Calculados los bij, para cada estado de cargas solo necesitaré calcular los djo y aplicar
la expresion:
g
Xi=a bydj
j=1

para hallar las incognitas hiperestéticas Xi.



